
Математика пәнi бойынша
Республикалық оқушылар олимпиадасының

қорытынды кезеңi (2021-2022 оқу жылы)

11-сынып, 1 тур
Жұмыс уақыты: 4 сағат 30 минут.
Әр есеп 7 ұпайға бағаланады.

1. 𝐴𝐵𝐶 сүйiрбұрышты үшбұрышында 𝐴𝐷, 𝐵𝐸 және 𝐶𝐹

биiктiктерi жүргiзiлдi. 𝑃𝑄||𝐵𝐶 болатындай 𝐴𝐵 және 𝐴𝐶

кесiндiлерiнен сәйкесiнше 𝑃 және 𝑄 нүктелерi алынған.
Диаметрлерi 𝐵𝑄 және 𝐶𝑃 болатын шеңберлер 𝑅 және 𝑇
нүктелерiнде қиылысады (𝐴 нүктесiне 𝑇 нүктесiнен қа-
рағанда 𝑅 нүктесi жақын). 𝐶𝑀 және 𝐵𝑁 — 𝐵𝐶𝑅 үш-
бұрышының биiктiктерi болсын. 𝐹𝑀 , 𝑁𝐸 және 𝐴𝐷 түзу-
лерi бiр нүктеде қиылысатынын дәлелдеңiз.

2. 𝐴 натурал саны үшiн 𝑍(𝐴) деп 𝐴 санын керi рет-
пен жазылған сан ретiнде анықтаймыз (мысалы,
𝑍(521) = 125). 𝐴 саны «жақсы» деп аталады, егер оның
ондық жүйесiндегi жазбасында нөлдер болмаса, бiрiншi
цифры соңғысына тең болмаса және (𝑍(𝐴))2 = 𝑍(𝐴2).
106 үлкен барлық «жақсы» сандарды табыңыз.

3. 𝑚 ∈ N болсын. Кез келген 𝑥, 𝑦 ∈ R+ үшiн келесi шарт
орындалатындай барлық 𝑓 : R+ → R+ функцияларын
табыңыз

𝑓(𝑓(𝑥) + 𝑦)− 𝑓(𝑥) =

(︂
𝑓(𝑦)

𝑦
− 1

)︂
· 𝑥+ 𝑓 (𝑚)(𝑦).

Бұл жердегi 𝑓 (𝑚)(𝑦) = 𝑓(𝑓(. . . 𝑓(𝑦) . . .)
𝑚 раз

.

Заключительный этап
Республиканской олимпиады школьников
по математике (2021-2022 учебный год)

11 класс, 1 тур
Время работы: 4 часа 30 минут.
Каждая задача оценивается в 7 баллов.

1. В остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 провели высоты
𝐴𝐷,𝐵𝐸 и 𝐶𝐹 . 𝑃 и 𝑄 лежат на отрезках 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 соот-
ветственно так, что прямая 𝑃𝑄 параллельна 𝐵𝐶. Окруж-
ности построенные на 𝐵𝑄 и 𝐶𝑃 , как на диаметрах, пере-
секаются в точках 𝑅 и 𝑇 (𝑅 является ближе к 𝐴 чем 𝑇 ).
Пусть 𝐶𝑀 и 𝐵𝑁 − высоты в треугольнике 𝐵𝐶𝑅. Дока-
жите, что прямые 𝐹𝑀 , 𝑁𝐸 и 𝐴𝐷 пересекаются в одной
точке.

2. Для натурального числа 𝐴, определим 𝑍(𝐴) как число 𝐴,
записанное в обратном порядке (например, 𝑍(521) = 125).
Число 𝐴 называется «хорошим», если в его десятич-
ной записи нет нулей, первая цифра не равна послед-
ней, и (𝑍(𝐴))2 = 𝑍(𝐴2). Найдите все «хорошие» числа
бо́льшие 106.

3. Пусть 𝑚 ∈ N. Найдите все такие функции 𝑓 : R+ → R+,
что для любых 𝑥, 𝑦 ∈ R+ выполнено

𝑓(𝑓(𝑥) + 𝑦)− 𝑓(𝑥) =

(︂
𝑓(𝑦)

𝑦
− 1

)︂
· 𝑥+ 𝑓 (𝑚)(𝑦).

Здесь 𝑓 (𝑚)(𝑦) = 𝑓(𝑓(. . . 𝑓(𝑦) . . .)
𝑚 раз

.


